[bookmark: page2]Определение и свойства делимости.
[image: ]
	Определение 1. Целое число  a  делится на целое число  b  ( b
	0 ),

	если существует такое целое число c , что a
	b  c .
	

	Теорема  о  делении  с  остатком.  Для  любого  целого  числа
	a  и

	натурального числа b
	существует единственная пара чисел  q и r

	таких, что  a      bq   r ,
	где  q  - целое, а  r  -
	натуральное или нуль,

	причем r
	может принимать лишь b различных значений 0, 1, 2, …,

	b     1.
	
	
	
	

	Заметим,
	что если остаток  r  равен нулю,
	то число  a  делится на

	число b .
	
	
	
	


[image: ][image: ][image: ][image: ]
Определение 2. Два числа называются взаимно простыми, если они не имеют общих натуральных делителей, кроме единицы.

Задача 1. Сумма двух целых чисел равна 101, а разность их квадратов – простое число. Найдите эти числа.

Решение.
[image: ][image: ]
Обозначим искомые числа через a и b . Тогда   a2    b2      p , где p - простое число, т.е.  (a    b) (a     b)    p . Поскольку (a    b)    101, то
[image: ][image: ][image: ][image: ]
	101(a   b)
	p . Отсюда следует, что  p делится на 101, но  p -

	простое, значит  p   101. Имеем: a
	b     1 , отсюда a     b  1 .

	Так как a
	b    101 , находим, что a
	51 и   b   50 .

	Ответ: 51 и 50.
	


[image: ][image: ]
Задача 2. Перед походом за покупками у Матроскина и Шарика денег было поровну. Матроскин израсходовал в 8 раз меньше денег, чем Шарик, а осталось у него в 9 раз больше денег, чем у Шарика. Доказать, что изначально количество денег у Матроскина делилось на 71 (имеется в виду, что у Матроскина и Шарика во всех ситуациях было целое количество денег).

Решение.
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[bookmark: page3]Пусть у обоих персонажей перед походом за покупками было по x рублей, а Матроскин израсходовал y рублей. Тогда по условию

	имеем уравнение:   x   y     9( x   8 y) , откуда 8x   71y или   x
	71y
	.
	

	
	8
	
	

	
	
	
	


[image: ][image: ][image: ][image: ]
Ввиду взаимной простоты чисел 8 и 71 следует, что x делится на 71, что и требовалось доказать.

Задача 3. Могут ли числа 1234567897 и 1234567892 быть квадратами каких-либо целых чисел?

Решение.

Данные числа не могут являться квадратами целых чисел из-за своих последних цифр 7 и 2. Дело в том, что при возведении в квадрат целого числа, последняя цифра может быть равной 1, 4, 9, 6, 5, 0. (Проверьте!)

Ответ: нет.

Задача 4. Является ли число 123321123321 квадратом какого-либо целого числа?

Решение. Предположим, что 123321123321= k 2 , где k - некоторое целое число. Заметим, что число 123321123321 делится на 3, так как сумма его цифр равна 24, а 24 делится на 3. Следовательно,

	число k 2
	делится на 3. Тогда и число k  должно делится на 3.

	Докажем этот факт.
	
	
	
	
	
	

	Если число k
	при делении на 3 дает остаток 1, т.е.  k
	3s    1, то

	k 2
	(3s
	1)2
	9s2
	6s
	1 . Ясно, что выражение 9s2
	6s
	1 на 3

	делится с остатком 1.
	
	
	
	
	

	Если число k
	при делении на 3 дает остаток 2, т.е. k
	3s
	2 , то

	k 2
	(3s
	2)2
	9s2
	12s
	4 . И в этом случае получаем, что

	выражение    9s    12s
	4 не делится на 3.
	
	
	

	Остается единственный вариант: число k
	делится на 3 без остатка,

	т.е. k   3s . Но тогда k 2
	9s2
	и число k 2
	делится на 9. Но из

	равенства 123321123321= k 2
	следует, что число 123321123321


[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]должно делится на 9. Получили противоречие, т.к. сумма цифр данного числа равна 24 и по признаку делимости на 9 (24 не
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[bookmark: page4]делится на 9 без остатка) имеем, что число 123321123321 не делится на 9 без остатка.

Следовательно, наше предположение о существовании целого числа k , такого что 123321123321= k 2 , ошибочно.
Ответ: нет.

Свойство 1. Делимость суммы. Если каждое из слагаемых делится на какое-нибудь число, то и сумма их делится на это же число. Если каждое слагаемое, кроме одного, делится на какое-нибудь число, а другое не делится, то сумма не делится на это число.

Если же два или больше слагаемых не делятся на какое-нибудь число, то о делимости суммы нельзя сказать ничего определенного: в одних случаях она делится, а в других не делится на данное число.

Например, 13 и 7 не делятся ни на 5, ни на 6; сумма 13+7 делится на 5, но не делится на 6.

Свойство 2. Делимость разности. Если уменьшаемое и вычитаемое делится на какое-нибудь число, то и разность делится на это же число.

Если только одно из чисел – уменьшаемое или вычитаемое – делится на какое-нибудь число, а другое не делится, то и разность не делится на это число.

Если ни уменьшаемое, ни вычитаемое не делятся на данное число, то разность их может делиться, а может и не делится на это же число.

Например, 100 и 30 не делятся ни на 7, ни на 13; их разность 100-30 делится на 7, но не делится на 13.

Свойство 3. Делимость произведения на число. Если хоть один из сомножителей делится на какое-нибудь число, то и произведение их также делится на это число.
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[bookmark: page5]Если же ни один из сомножителей не делится на данное число, то из этого ещё не следует, что на данное число не делится их произведение.

Например, ни 15, ни 10 не делится на 6, а их произведение 15 [image: ]10 на 6 делится.

Свойство 4. Делимость числа на произведение. Если данное число делится на произведение, то оно делится на каждый из сомножителей этого произведения.

Обратное утверждение ошибочно. Если какое-нибудь число делится в отдельности на несколько данных чисел, то на их произведение оно может и не разделиться.

Например, 180 делится и на 5, и на 9, и на 6, но на произведение 5 [image: ]9 [image: ]6 оно не делится.

Примечание. Если же данное число делится на несколько попарно взаимно простых чисел, то оно делится и на их произведение. Например, 180 делится на 5, 3 и 4, эти числа взаимно простые, поэтому 180 делится и на произведение 5 [image: ]3 [image: ]4 .

Признаки делимости.

Для того чтобы узнать, делится ли одно число на другое, не всегда нужно выполнять деление, тем более, что числа могут оказаться достаточно большими или некоторые цифры в числе вообще могут быть не известны.

В этом случае вопрос исследования данного числа на делимость решается с помощью признаков делимости на некоторые числа. Рассмотрим основные признаки делимости.

Признак делимости на 2. Число делится на 2 тогда и только тогда, когда оно оканчивается четной цифрой, т.е. одной из цифр 0, 2, 4, 6,

8.
Доказательство.
Доказательство проведем на примере четырехзначного числа.
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[bookmark: page6]Пусть abcd - десятичная запись данного числа x , т.е. a - цифра тысяч, b - цифра сотен, c - цифра десятков и d - цифра единиц данного числа. Значит,   x   1000a    100b    10c   d .
[image: ][image: ][image: ][image: ]
Пусть x делится на 2. Так как 1000, 100 и 10 делятся на 2, то по
	свойству 3
	делимости 1000a , 100b , 10c делятся на 2. Тогда по

	свойству 1
	делимости сумма (1000a
	100b   10c) делится на 2 и по

	свойству 2
	делимости число   d     x
	(1000a     100b    10c) тоже


[image: ]
делится на 2.

И наоборот, если d  делится на 2, то учитывая делимость на 2
[image: ][image: ][image: ][image: ]
слагаемых 1000a , 100b , 10c имеем:   x	 1000a	100b	10c	d
делится на 2 (по свойству делимости).

Например, числа 378, 2300574 делятся на 2, а числа 8537, 100001 не делятся на 2.

Совершенно аналогично доказываются следующие два признака делимости.

Признак делимости на 5. Число делится на 5 тогда и только тогда, когда оно оканчивается цифрами 0 или 5.

Например, числа 3275, 1000200 делятся на 5, а числа 379, 234782 не делятся на 5.

Признак делимости на 10. Число делится на 10 тогда и только тогда, когда оно оканчивается цифрой 0.

Например, числа 3270, 1000200 делятся на 10, а числа 379, 234782 не делятся на 10.

Признак делимости на 4. Число делится на 4 тогда и только тогда, когда двузначное число, образованное его двумя последними цифрами, делится на 4.

Доказательство.
Доказательство проведем на примере четырехзначного числа.
[image: ][image: ][image: ]
	
	
	
	
	
	

	Пусть   x   abcd     1000a  100b    10c
	d     (1000a  100b)   cd .

	Выражение (1000a     100b)   4(250a
	25b) делится на 4.


[image: ][image: ][image: ]
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[bookmark: page7]Если число x делится на 4, то по свойству 2 делимости число cd      x-    1000a   100b) делится на 4.
[image: ]
И наоборот, если cd делится на 4, то согласно свойству 1 делимости данное число x [image: ]  1000a 100b       cd) делится на 4, что и требовалось доказать.
[image: ][image: ][image: ]
Например, число 163548 делится на 4, так как число 48 делится на 4, а число 8537 не делится на 4, так как 37 не делится на 4.

Признак делимости на 8. Число делится на 8 тогда и только тогда, когда трехзначное число, образованное его тремя последними цифрами делится на 8.

Доказательство аналогично доказательству признака делимости на
4.

Признак делимости на 25. Число делится на 25 тогда и только тогда, когда оно оканчивается на 00, 25, 50 или 75.

Например, число 163550 делится на 25, так как число 50 делится на 25, а число 8537 не делится на 25, так как 37 не делится на 25. Таким образом, выяснить делится или не делится число на 2, на 4, на 5, на 8, на 10 и на 25 можно по последним цифрам в записи числа.

Иначе «устроены» признаки делимости на 3 и на 9.

Признак делимости на 3. Число делится на 3 тогда и только тогда, когда сумма его цифр делится на 3.

Доказательство.
Доказательство проведем на примере четырехзначного числа.
[image: ]
	abcd
	
	1000a   100b    10c
	d
	 (999a   a)    (99b   b)    (9c
	   c) 
	d

	999a
	99b    9c    a   b   c
	d
	   3(333a   33b   3c)     (a
	b   c
	d ) .


[image: ]
Легко видеть, что данное число abcd делится на 3 тогда и только тогда, когда делится на 3 выражени    (a   b     c   d ) , т.е. сумма цифр данного числа.
[image: ]
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[bookmark: page8]Например, число 538128 делится на 3, так как сумма его цифр 
 5    3   8   1    2    8    27 делится на 3. Число 3332 не делится на 3, так как сумма его цифр  3   3    3    2 , очевидно, не делится на 3.
[image: ]
Признак делимости на 9. Число делится на 9 тогда и только тогда, когда сумма его цифр делится на 9.

Доказательство.
Доказательство аналогично доказательству признака делимости на
3.

Например, число 22212333 делится на 9, так как сумма его цифр    2     2    2   1    2    3    3  3     18 делится на 9. Число 2222222 не делится на 9, так как сумма его цифр  не делится на 9.
[image: ]
Очень интересным и довольно несложным является следующий признак делимости.

Признак делимости на 7, 11 и 13. Число делится на 7, 11 или 13

тогда и только тогда, когда разность между числом, выраженным его тремя последними цифрами, и числом, выраженным остальными цифрами (или наоборот), делится соответственно на 7, 11 или на 13.

Например, число 48916 делится на 7, так как разность 916 48 868 делится на 7(делимость 868 на 7 проверить намного легче)
[image: ][image: ][image: ][image: ]
Число 253264 делится на 11, так как разность  264   253    11 , очевидно, делится на 11.

Число 253264 не делится ни на 7, ни на 13, так как разность 264     253   11 , очевидно, не делится ни на 7, ни на 13.
[image: ][image: ][image: ][image: ]
Число 1208965 не делится на 11, так как разность  1208   965    243 не делится на 11, что легко проверить. (Обратите внимание, что данное число семизначное, следовательно, вычитание соответствующих чисел по признаку осуществляется наоборот).

Рассмотрим решение нескольких задач на признаки делимости.
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[bookmark: page9][image: ][image: ][image: ]Задача 5. Докажите, что значение многочлена  n3    3n2    5n    3 при любом целом n делится на 3.

Решение.
[image: ][image: ][image: ][image: ]
	n3     3n2     5n   3     (n3
	n)    3(n2
	2n     1)   n(n2
	1)   3(n   1)2

	  n(n   1)(n   1)   3(n
	1)2     (n
	1)n(n   1)     3(n
	1)2 .


[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]
Произведение трех последовательных целых чисел (n    1)n(n    1) делится на 3. Второе слагаемое – число  3(n  1)2 - тоже делится на
[image: ]
3, следовательно, и вся сумма делится на 3(по свойству 1 делимости).
[image: ]
Задача 6. Доказать, что   т5  4m делится на 5 при любом натуральном m .
Решение.

Преобразуем исходное выражение следующим способом:
[image: ][image: ][image: ][image: ]
	т5
	4m   m5
	m     5m   m(m4
	1)
	5m
	
	

	m(m2     1)(m2
	1)
	5m     m(m
	1)(m    1)(m2
	1)   5m

	m(m    1)(m
	1)(m2
	
	4
	5)   5m
	
	
	

	m(m    1)(m
	1)(m2
	
	4)
	m(m
	1)(m
	1)  5
	5m

	m(m    1)(m
	1)(m
	2)(m
	2)
	5m(m2
	1)
	5m

	(m
	2)(m
	1)
	m  (m
	1)(m
	2)
	5m   (m2  1
	     1)

	(m
	2)(m
	1)
	m  (m
	1)(m
	2)
	5m3 . Произведение

	(m
	2)(m  1)
	m  (m
	
	1)(m   2) делится на 5, так как состоит из 5


[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]
последовательных целых чисел (одно из которых обязательно кратно 5). Очевидно, что 5m3 также делится на 5. Значит, и вся
	[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]сумма    (m   2)(m  1)  m  (m     1)(m   2)
	5m3  делится на 5 (по

	свойству 1 делимости).
	

	Доказали, что исходное выражение т5
	4m делится на 5


[image: ]
Задача 7. Найти все пятизначные числа вида 517mn ( m, n - цифры), которые делятся на 18.
Решение.
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[bookmark: page10][image: ]Из того, что 18    9 [image: ]2 получаем, что число 517mn должно делиться на 9 и на 2.

Из признака делимости на 2 следует, что n - четная цифра, т.е.
	[image: ]n    0 , 2, 4, 6, 8.
	
	
	

	Пусть n
	0 , и числа имеют вид 517m0 . Из признака делимости на

	9 следует делимость суммы  5   1
	7
	m
	0 на 9. Следовательно, m

	может быть равным только 5. Получили число 51750.

	Пусть n
	2 , и числа имеют вид 517m2 . Из признака делимости на

	9 следует делимость суммы 5    1
	7
	m
	2 на 9. Следовательно,


[image: ][image: ][image: ][image: ]
m может принимать только значение 3 и получается число 51732. Рассмотрев остальные варианты, аналогично находим остальные числа: 51714, 51786, 51768.

Ответ: 51750, 51732, 51714, 51786, 51768.

	Задача 8. Доказать, что число 217
	718
	919  делится на 10.

	Решение.
	
	
	
	
	
	

	Рассмотрим равенство 217
	
	24   24
	24
	24   2 . Число 24
	имеет

	последней цифрой 6 ( 24
	16 ). Тогда число 24   24   24
	24  также

	заканчивается цифрой 6. В итоге получаем, что число 217

	заканчивается цифрой 2.
	
	
	
	
	
	

	Число 71 8  представим в виде 74   74
	74   74   72 . Число 74

	заканчивается цифрой 1 ( 74
	2401), тогда число 74   74   74   74  также

	заканчивается цифрой 1. И, умножив 1 на 72 , получаем, что

	последняя цифра в числе 74
	74   74
	74
	72
	будет 9.
	

	Найдем последнюю цифру числа 91 9 . Из равенств
	

	91992   92   92   92   92   92
	92
	92   92
	9 и 92
	81 следует, что


[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]последняя цифра числа 91 9 будет 9. Теперь очевидно, что сумма трех чисел, одно из которых заканчивается на 2, а два других заканчиваются на 9, делится на 10, так как последняя цифра равна

0.
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