Лекция №1

Линии в евклидовом пространстве
Вектор-функции одного скалярного аргумента, гладкие линии
1.1. Краткая историческая справка.
Дифференциальная геометрия – раздел математики, в котором изучаются геометрические фигуры в первую очередь линии и поверхности и их семейства методами аналитической геометрии и математического анализа.
Систематическое применение методов математического анализа в геометрии привело в конце XVIII – начале XIX веков к созданию того раздела геометрии, который сейчас называют дифференциальной геометрией. Среди его основателей такие известные математики как Леонард Эйлер, Гаспар Монж и Карл Фридрих Гаусс. Самостоятельное место в математике дифференциальная геометрия заняла благодаря Гауссу, заложившему в 1827 году основы теории поверхностей.

В России школу дифференциальной геометрии создали в XIX веке Ф. Миндинг и его ученик К. Петерсон. Новые возможности в исследовании кривых открыл компьютер, с помощью которого стало возможным быстрое и точное вычисление характеристик кривых и поверхностей, получение наглядных изображений, использование в автоматическом проектировании.
1.2. Вектор-функции одного скалярного аргумента.
Перед тем как определить линию и начать ее изучение введем вектор-функции одного скалярного аргумента – основной инструмент исследования линии.

Опр. Если каждому значению скаляра t некоторого числового интервала (t1, t2) поставлен в соответствие вполне определенный вектор 
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 трехмерного векторного евклидова пространства 
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, то говорят, что задана вектор-функция одного скалярного аргумента. Записывается этот факт следующим образом: 
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Пример: 
[image: image5.wmf]b

t

a

t

r

r

r

r

+

=

)

(

, 
[image: image6.wmf]0

r

r

¹

b

, аргумент t принимает любые значения от минус бесконечности до плюс бесконечности. Если аргументу t присвоить значение –1, то вектор-функция 
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 и т.д.
Опр. Если в пространстве выбрать ортонормированный базис 
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 можно разложить по базисным векторам: 
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. Коэффициенты этого разложения будут представлять собой вещественные (скалярные) функции одного скалярного аргумента t, то есть x = x (t), y = y (t), z = z (t), которые называются координатными функциями вектор-функции 
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Задание вектор-функции скалярного аргумента эквивалентно заданию трех вещественных функций этого же аргумента.

Примеры.
1. Например, если 
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, то вектор-функцию из приведенного выше примера, можно записать в виде:
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где координатными функциями являются x(t) = 2 – t, y(t) = –1 + 2t, z(t) = –3 + t.
2. Вектор-функцию нередко записывают сразу в координатном виде, например, 
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Поскольку координатные функции являются скалярными функциями скалярного аргумента, то для них в математическом анализе определены понятия предела, непрерывности, производной, дифференциала, интеграла и т.д. Опираясь на них, определим аналогичные понятия и для вектор-функций.
1.3. Предел вектор-функции скалярного аргумента.

Опр. Вектор 
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[image: image26.wmf]a

t

r

=

)

(

lim

 при 
[image: image27.wmf]0

t

t

®

.
Из этого определения и свойств предела вещественных функций одного вещественного аргумента вытекают следующие свойства предела вектор-функции скалярного аргумента:

Предположим, что 
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1.4. Непрерывность вектор-функции скалярного аргумента.

Опр. Вектор-функция 
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, если ее координатные функции x(t), y(t), z(t) непрерывны в этой точке. Вектор-функция непрерывна на интервале, если она непрерывна в каждой точке этого интервала.

Из этого определения и свойств непрерывности вещественных функций вытекают следующие свойства непрерывности вектор-функции.
Предположим, что 
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1.5. Дифференцируемость вектор-функции, правила дифференцирования, формула Тейлора.

Опр. 1. Если координатные функции x(t), y(t), z(t) вектор-функция 
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 называется производной вектор-функции 
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Приведем теперь определение эквивалентное определению 1.

Опр. 2. Вектор-функция 
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 имеет в точке t производную, если существует предел отношения приращения вектор-функции 
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 к приращению аргумента Δt при стремлении последнего к нулю. Этот предел, если он существует, называется производной.
Приведем правила дифференцирования вектор-функций.

Предположим, что 
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, скалярное и векторное произведения вектор-функций 
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Для вектор-функций дифференцируемых достаточное число раз, как и для вещественных функций, имеет место формула Тейлора:
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1.6. Интегрирование вектор-функций.
Пусть задана вектор-функция
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относительно некоторого ортонормированного базиса 
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Опр. Вектор-функция 
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Интеграл вектор-функции обладает свойствами аналогичными свойствам интеграла (первообразной) вещественных функций.
1.7. Вектор-функции постоянной длинны.
Пусть вектор-функция 
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Лемма 1. Если 
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Доказательство. Рассмотрим скалярное произведение 
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Лемма доказана.

Лемма 2. Если 
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Отсюда, используя определение синуса, получаем 
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Лемма доказана.

1.8. Годограф, регулярные класса Cn линии.
Опр. Если начало переменного вектора 
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[image: image108.wmf])

(

t

r

.
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 – направляющий вектор, а конец вектора 
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 – одна из ее точек.
Опр. Если Г – годограф вектор-функции 
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, то говорят, что 
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 задает Г или Г допускает параметризацию 
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Опр. Вектор-функция 
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, задающая Г, называется параметрическим представлением Г, а уравнения x = x(t), y = y(t), z = z(t) , правые части которых представляют собой координатные функции вектор-функции 
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, называются параметрическими уравнениями Г.

Одно и то же множество Г может иметь несколько параметризаций. Например, каждая из трех следующих вектор-функций задает полуокружность на плоскости xy:
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Опр. Множество Г называется регулярной линией класса 
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, n- натуральное, если для каждой точки множества Г существует окрестность такая, что часть Г, содержащаяся в этой окрестности, допускает параметризацию 
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 такую, что 
[image: image126.wmf])

(

t

r

r

 имеет непрерывные производные до n-ой включительно, причём первая производная отлична от нуль-вектора для каждого значения параметра t. При n = 1 регулярную линию будем называть гладкой.
В качестве примера гладкой линии рассмотрим винтовую линию.
1.9. Винтовая линия.
Опр. Точка М вращается равномерно около некоторой прямой и одновременно переносится равномерным движением параллельно этой прямой. Линия, описываемая точкой М, называется винтовой линией.

Выведем параметрические уравнения винтовой линии. Обозначим через а расстояние от точки М до оси вращения, скорость равномерного перемещения точки М вдоль оси обозначим через b. Выберем систему координат так, чтобы ось аппликат совпадала с осью вращения, ось абсцисс пересекала винтовую линию в одной из ее точек, которую будем считать начальной.
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На чертеже винтовая линия изображена на цилиндре радиуса а, ось цилиндра представляет собой прямую, вокруг которой вращается точка М. Эта прямая взята в качестве оси аппликат, ось абсцисс пересекает винтовую линию (и цилиндр) в точке Р. В качестве параметра t выбрана величина угла 
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, где М1 – проекция точки М на плоскость xy.

Если точка М имеет координаты (x, y, z), то ее проекция, точка М1 – координаты (x, y, 0). Поскольку М1 принадлежит окружности радиуса а с центром в начале координат, то

x = a cos t; y = a sin t.

Учитывая, что точка М равномерно перемещается вдоль оси аппликат со скоростью b (т.е., 
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) и то, что z = 0 при t = 0, получаем z = bt.

Итак, винтовая линия задается следующей вектор-функцией скалярного аргумента:
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Найдем первую производную: 
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. Ни при каких значениях параметра производная не обращается в нуль-вектор, поскольку длина производной вектор-функции отлична от нуля:

[image: image131.wmf]0

cos

sin

)

(

2

2

2

2

2

2

2

¹

+

=

+

×

+

×

=

¢

b

a

b

t

a

t

a

t

r

r

.

Итак, винтовая линия – регулярная класса Сn  для любого натурального n.
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