Лекция №2
Касательная прямая к линии, длина дуги кривой, естественная
параметризация кривой
2.1. Касательная прямая к линии.[image: image67.wmf])
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Напомним определение касательной прямой к линии, которое дается в курсе математического анализа.

Опр. Касательной прямой к линии Г в точке Р, принадлежащей линии, называется предельное положение секущей PQ при Q стремящейся к P по линии Г.
Из определения следует, что в каждой своей точке линия имеет не более одной касательной. Вопрос о существовании касательной прямой решается следующей теоремой:

Теорема. В каждой точке гладкой кривой Г существует касательная прямая к Г. Если 
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 – некоторая гладкая параметризация кривой Г, то касательная к Г в точке, соответствующей параметру t = t0, параллельна вектору 
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Доказательство. По определению гладкой параметризации, вектор 
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 отличен от нулевого вектора. Пусть О – начало прямоугольной системы координат, Р – точка кривой Г, соответствующая параметру t = t0. Это означает, что радиус-вектор 
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 этой точки совпадает с 
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. Проведем через точку Р прямую l параллельную вектору 
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. Покажем, что l – искомая касательная к линии Г в точке Р. Возьмем на Г точку Q, соответствующую параметру t0 + Δt (
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), и проведем через точки P и Q секущую PQ. Рассмотрим вектор 
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. Обозначим через α – угол между векторами 
[image: image9.wmf]r

r

D

 и 
[image: image10.wmf])

(

0

t

r

¢

r

.

Найдем предел, к которому стремится угол α при Δt стремящемся к нулю.
Поскольку 
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, то, выражая отсюда синус угла α, получаем:
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Переходя к пределу при Δt стремящемся к нулю, получаем:
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Таким образом, при Δt ( 0 синус угла ( стремится, а следовательно и угол α (0, т.е. PQ стремится к прямой l. Но тогда l – касательная к Г в точке Р.
Теорема доказана.

2.2. Уравнения касательной прямой к линии.
а). Векторное уравнение касательной.
[image: image69.wmf]r

r

Пусть М – произвольная точка на касательной l к линии Г в точке Р, соответствующей параметру t = t0. Обозначим радиус-вектор точки М через 
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, где λ – некоторая скалярная величина, получаем следующее векторное уравнение касательной линии: 
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б). Параметрические уравнения касательной.

Запишем векторное уравнение в координатной форме, приравняем соответствующие координаты, получим параметрические уравнения касательной:
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в). Канонические уравнения касательной.

Исключим из параметрических уравнений параметр λ. Получим канонические уравнения касательной:
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Замечание. Если линия Г лежит в плоскости Oxy, то каноническое уравнение касательной к этой линии имеет вид:
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г). Уравнение касательной к графику функции y = f(x) в точке x = x0.
Пусть плоская линия Г является графиком дифференцируемой функции y=f(x), тогда Г допускает параметризацию 
[image: image22.wmf]).
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 Положим t0 = x0. В этом случае каноническое уравнение (3() будет иметь вид: 
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. После простейших преобразований получаем следующее уравнение касательной к графику функции y=f(x), которое известно из курса математического анализа:
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Пример. Найти канонические уравнения касательной к линии, заданной вектор-функцией 
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 в точке, Р(2; 2; 1).

Решение. Очевидно, Р соответствует t = 1. Поскольку 
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, то Г – гладкая кривая. При t = 1 
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, отсюда, канонические уравнения касательной имеют вид: 
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2.3. Длина дуги кривой.
Пусть А и В – две различные точки кривой Г, ГАВ – дуга этой кривой с концами в точках А и В, 
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 – некоторая ее параметризация. Предположим, что M0M1…Mk – вписанная в дугу ГАВ ломаная, M0 = А, Mk = В.
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Опр. Вписанная в дугу ГАВ ломаная М0М1 … Мk называется правильно вписанной в эту дугу, если параметры t0, t1, …, tk, соответствующие вершинам ломаной, удовлетворяют цепочке неравенств 
[image: image32.wmf]b

t

t

t

a

k

=

<

<

<

=

...

1

0

.

Опр. Длиной s дуги ГАВ называется предел последовательности длин правильно вписанных в эту дугу ломаных при стремлении в бесконечность числа звеньев ломаных и при стремлении к нулю длины максимального звена.

Опр. Дуга кривой называется спрямляемой, если длина этой дуги конечна. Кривая называется спрямляемой, если спрямляема любая ее дуга.

Вопрос о спрямляемости кривой решается в курсе математического анализа. Мы в нашем курсе ограничимся схематическим наброском вывода формулы для вычисления длины дуги кривой.

Пусть 
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– гладкая параметризация дуги ГАВ, 
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. Длина i-го звена правильно вписанной в эту дугу ломаной, содержащей kn, равна:
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По определению длины дуги кривой:
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где Δti = ti – ti – 1 
Но тогда, используя определение производной, получаем:
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Поскольку правая часть представляет собой предел последовательности интегральных сумм Дарбу, то по определению определенного интеграла имеем:
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Пример. Найти длину дуги винтовой линии 
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, соответствующей отрезку 
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Найдем, длину дуги двумя способами: сначала, используя полученную формулу, затем – развертку винтовой линии на плоскость.
1). 
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2). Дуга винтовой линии расположена на цилиндре радиуса а и высоты 2πb. Если развернуть на плоскость цилиндр, то получим прямоугольник со сторонами 2πa и 2πb. Рассматриваемая дуга винтовой линии отобразится в диагональ этого прямоугольника. Отсюда, 
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2.4. Естественная параметризация кривой.
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Пусть Г – гладкая кривая, 
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 – некоторая параметризация этой кривой, 
[image: image45.wmf]b
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, А соответствует параметру а, В – параметру b. Зафиксируем параметр t0, принадлежащий интервалу (a; b), и обозначим через М0 соответствующую этому параметру точку кривой Г. Произвольная точка М дуги Г, соответствующая параметру t, однозначно определяется длиной s дуги М0М кривой Г (учитывается знак: например, если М лежит на дуге АМ0, то s < 0, если на дуге М0В, то s > 0).
Длина s дуги М0М кривой Г представляет собой интеграл 
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 с переменным верхним пределом t, т.е. s = s (t). По правилу дифференцирования таких интегралов, имеем: 
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, т.е. s = s (t) – строго монотонно возрастающая функция, которая интервал (a; b) отображает на интервал (c; d), где c = s (a), d = s (b). Но тогда для функции s = s (t) существует обратная ей функция t = t (s), которая интервал (c; d) отображает на интервал (a; b). Подставим в вектор-функцию 
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 вместо параметра t функцию t (s). Получим 
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 – вектор-функцию с параметром s.

Опр. Параметр s называется естественным параметром. Параметризация кривой, у которой в качестве параметра выбран естественный параметр, называется естественной параметризацией.

Пример. Найти естественную параметризацию винтовой линии.

В качестве начальной точки винтовой линии выберем точку, соответствующую параметру t=0. В этом случае длина s(t) дуги винтовой линии от этой точки до точки, соответствующей параметру t, будет вычисляться по формуле:
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Отсюда, 
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Замечание. Если 
[image: image53.wmf])
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– вектор-функция естественного параметра, то мы будем использовать следующие обозначения, которые впервые были предложены И. Ньютоном: 
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В дальнейшем нам потребуются следующие две леммы.
Лемма 1. Если 
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Доказательство. Продифференцируем 
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 по переменной t, используя правило дифференцирования сложной функции: 
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Лемма 2. Для произвольной гладкой параметризации 
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Доказательство. Поскольку 
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Из леммы 2 следует, что модули приращений 
[image: image65.wmf]s
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 - бесконечно малые величины одного и того же порядка.
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