Лекция №3
Трехгранник Френе. Кривизна кривой
3.1. Соприкасающаяся плоскость. Геометрический смысл соприкасающейся плоскости.
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Пусть линия Г – регулярная класса С2 и 
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 ее С2 – регулярная параметризация, Р – некоторая точка кривой Г. Как известно, вектор первой производной является направляющим вектором касательной к линии Г в точке Р. Поскольку касательная к линии Г в точке Р – единственная, то при перепараметризации, т.е. при переходе от параметра t к новому параметру u вектор первой производной не изменит своего направления. Этот факт, кстати, подтверждается и формально аналитическими соображениями. Действительно, параметры t и u, как известно, связаны между собой монотонной функцией t = t (u). Тогда 
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 - функция от u. Продифференцируем обе части по u:
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Поскольку 
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 - скаляр, то из (1) следует, что векторы 
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 коллинеарны.
Может ли при перепараметризации измениться направление у вектора второй производной? Оказывается, что да. Продифференцируем обе части равенства 
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 по новой переменной u: 
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Вектор второй производной изменит свое направление, например, в том случае, если векторы 
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 и 
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 - окажутся неколлинеарными, а скаляр 
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 – отличным от нуля. Однако в любом случае вектор второй производной 
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 коллинеарен плоскости, проходящей через Р и параллельной векторам 
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Опр. Плоскость П, проходящая через точку Р параллельно векторам первой и второй производной, называется соприкасающейся плоскостью.

Если векторы первой и второй производной неколлинеарны, то такая плоскость – единственная. Если же эти векторы коллинеарны, то любая плоскость, содержащая касательную к линии, соприкасающаяся. В этом случае точка Р называется точкой распрямления.
Геометрический смысл соприкасающейся плоскости заключается в том, что эта плоскость в окрестности точки Р «ближе», чем любая другая плоскость расположена к линии Г, т.е., если М – произвольная точка Г и М0 – ее проекция на соприкасающуюся плоскость, то ММ0/МР2 ( 0 при М ( Р по линии Г.
3.2. Трехгранник Френе, уравнения его ребер и граней.
Пусть линия Г – регулярная класса С2 и 
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 ее С2 – регулярная параметризация, Р – некоторая точка кривой Г. Обозначим через l – касательную, а через П – соприкасающуюся плоскость к линии Г в точке Р.
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Опр. Любая прямая, проходящая через точку Р и перпендикулярная касательной, называется нормалью. Нормаль, принадлежащая соприкасающейся плоскости, называется главной нормалью, а перпендикулярная соприкасающейся плоскости – бинормалью. Плоскость, проходящая через Р перпендикулярно касательной называется нормальной плоскостью. Плоскость, проходящая через касательную и бинормаль, называется спрямляющей плоскостью.
Опр. Трехгранник, ребрами которого являются касательная, бинормаль и главная нормаль, а гранями – соприкасающаяся плоскость, нормальная плоскость и спрямляющая плоскость, называется трехгранником Френе (Жан Френе (1816-1900) – французский математик, изучавший пространственные кривые).
Следующие векторы являются направляющими векторами ребер трехгранника Френе: 
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 – вектор главной нормали. Единичные векторы, сонаправленные этим векторам, обычно обозначают: 
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, соответственно, причем 
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 называют естественным репером линии Г в точке Р.
Пусть 
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 и Р соответствует параметру t = t0.
Положим x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0, 
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Тогда  уравнения ребер трехгранника Френе имеют вид:
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а уравнения граней:
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3.3. Кривизна кривой.
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Пусть линия Г – регулярная класса С2 и 
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 ее естественная С2 -регулярная параметризация, Р – некоторая точка кривой Г. Вектор первой производной 
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 является направляющим вектором касательной к линии Г в точке Р. По лемме 1 (лекция №2) вектор первой производной по естественному параметру имеет единичную длину, т.е. 
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. Но тогда, в соответствии с принятыми обозначениями для единичных векторов ребер трехгранника Френе, 
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. Рассмотрим вектор второй производной по естественному параметру 
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, то по лемме 1 (лекция №1) о вектор-функциях постоянной длины, векторы 
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Опр. Вектор 
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 называется вектором кривизны линии Г в точке Р, а длина этого вектора называется кривизной линии Г в точке Р, обозначается кривизна линии: 
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. Величина обратная кривизне называется радиусом кривизны 
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Поскольку 
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 - направляющий вектор главной нормали, сонаправленный с единичным вектором 
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Пример. Найти кривизну винтовой линии в произвольной точке.

Естественная параметризация винтовой линии, как известно, имеет вид:
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Найдем координаты векторов первой и второй производных:
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Отсюда, кривизна винтовой линии равна 
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3.4. Геометрический смысл кривизны.
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Пусть линия Г – регулярная класса С2 и 
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 ее естественная С2 -регулярная параметризация, Р – некоторая точка кривой Г, соответствующая параметру s. Дадим параметру s приращение Δs. Обозначим через Q точку, соответствующую параметру s + Δs, через φ – угол между векторами 
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 представляет собой среднюю скорость изменения направления касательной при перемещении точки по дуге PQ. Рассмотрим 
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 - скорость изменения направления касательной в точке Р. Поскольку вектор-функция 
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 имеет постоянную единичную длину, то по лемме 2 (лекция 1) 
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 - кривизна кривой. Итак, можно записать второе определение кривизны:

Опр. Кривизна кривой Г в точке Р – скорость изменения направления касательной к линии Г в точке Р.

3.5. Условие прямолинейности расположения точек линии.
Выясним, в каком случае С2-гладкая кривая Г является прямой.

Теорема. Для того, чтобы С2-гладкая кривая являлась прямой необходимо и достаточно, чтобы ее кривизна в любой точке равнялась нулю.

Необходимость. Пусть кривая Г является прямой. Тогда естественная параметризация линии Г имеет вид: 
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Достаточность. Пусть кривизна в каждой точке линии Г равна нулю. Но тогда 
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3.6. Формула для вычисления кривизны кривой, заданной обычной параметризацией.
Пусть линия Г задана обычной С2 -гладкой параметризацией 
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Дифференцируя левую и правую части  
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Найдем векторное произведение первой и второй производных, используя для этого соотношения (*) и (**):
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Учитывая, что 
[image: image74.wmf])

(

;

;

0

t

r

s

¢

=

¢

=

´

=

´

r

r

r

r

r

r

r

b

n

t

t

t

,

из (***) получаем:
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Выражая из последнего равенства кривизну, получаем искомую формулу:
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