Лекция №4
Формулы Френе. Кручение.
4.1. Первая формула Френе. Формулами Френе называют три формулы, в которых векторы первых производных 
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 естественного репера. Выведем сначала первую формулу Френе, т.е. найдем разложение вектора 
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 – направляющий вектор главной нормали, сонаправленный с единичным вектором 
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Формула (1ф) называется первой формулой Френе.

Например, первая формула Френе для винтовой линии имеет вид:
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4.2. Вторая формула Френе. Кручение кривой.
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Пусть линия Г – регулярная класса С2 и 
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 ее естественная С2 -регулярная параметризация, Р – некоторая точка на линии Г. Т.к. 
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Опр. Коэффициент æ при единичном векторе 
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Определим в разложении (2) коэффициент α при единичном векторе 
[image: image28.wmf]t
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 касательной к линии Г в точке Р. Поскольку 
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. Продифференцируем обе части этого равенства по параметру s и воспользуемся первой формулой Френе (1ф) и равенством (2):
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Таким образом, k + α = 0. Отсюда, α = - k. В результате, мы получаем вторую формулу Френе:
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4.3. Третья формула Френе.
Найдем теперь разложение оставшегося вектора 
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 через единичные векторы естественного репера. Для этого продифференцируем обе части равенства  
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Здесь мы воспользовались тем, что векторное произведение коллинеарных векторов равно нулевому вектору, а векторное произведение векторов 
[image: image39.wmf]t

r

 и 
[image: image40.wmf]b

r

 равно 
[image: image41.wmf]n

r

-

. Таким образом, третья формула Френе имеет следующий вид:
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Запишем теперь все три формулы Френе:
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4.4. Геометрический смысл кручения.
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Покажем, что кручение по абсолютной величине представляет собой скорость изменения направления бинормали. Пусть линия Г – регулярная класса С2 и 
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 ее естественная С2 -регулярная параметризация, Р – некоторая точка кривой Г, соответствующая параметру s. Дадим параметру s приращение Δs. Обозначим через Q точку, соответствующую параметру s + Δs, через φ – угол между векторами 
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 представляет собой среднюю скорость изменения направления бинормали (или скорость вращения соприкасающейся плоскости, для которой бинормаль является нормалью) при перемещении точки по дуге PQ. Рассмотрим 
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Опр. Кручение по абсолютной величине – это скорость изменения направления бинормали (или скорость вращения соприкасающейся плоскости вокруг касательной прямой).

4.5. Формула кручения для случая естественной параметризации кривой.
Пусть линия Г – регулярная класса С3 и 
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 ее естественная С3 -регулярная параметризация. Для вывода формулы для вычисления кручения найдем смешанное произведение первой, второй и третьей производных вектор-функции 
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Вычислим искомое смешанное произведение:


[image: image57.wmf])

(

æ

)

(

)

(

)

æ

(

)

(

2

3

2

b

n

t

n

n

t

t

n

t

b

n

t

n

t

r

r

v

r

r

r

&

r

r

r

r

r

&

r

r

r

&

&

&

r

&

&

r

&

r

×

×

×

×

+

×

×

×

×

+

×

×

-

=

×

×

+

×

+

×

-

×

×

×

=

×

×

k

k

k

k

k

k

k

k

r

r

r


Смешанные произведения в первом и втором слагаемых правой части этого равенства равны нулю, в третьем – единице. Отсюда, 
[image: image58.wmf]æ

2

×

=

×

×

k

r

r

r

&

&

&

r

&

&

r

&

r

, но тогда

[image: image59.wmf]2

k

r

r

r

æ

&

&

&

r

&

&

r

&

r

×

×

=

.                                                          (4)
4.6. Формула кручения для кривых, заданных обычной параметризацией.
Предположим, что линия Г задана обычной С3 -гладкой параметризацией 
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. Выведем формулу для вычисления кручения в этом случае. Используя формулы Френе, выразим сначала векторы первых трех производных 
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 через единичные векторы естественного репера. Первые две производные и их векторное произведение уже подсчитывались на предыдущей лекции (формулы (*), (**) и (***)). Приведем их:
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Найдем, наконец, третью производную
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В этих равенствах мы использовали соотношения (5), первую и вторую формулы Френе. Через А и В обозначены коэффициенты при векторах 
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Найдем смешанное произведение векторов 
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Здесь мы использовали то, что векторное произведение 
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 обращаются в нуль. Отсюда получаем искомую формулу для вычисления кручения для кривых, заданных обычной параметризацией:
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4.7. Условие принадлежности линии одной плоскости.
Опр. Линия, все точки которой принадлежат одной плоскости, называется плоской. Найдем необходимое и достаточное условие того, что линия является плоской.

Теорема. С3-гладкая линия является плоской тогда и только тогда, когда кручение ее в каждой точке равно нулю.

Необходимость. Пусть линия Г принадлежит некоторой плоскости П. Пространственную систему координат выберем так, чтобы П совпала с координатной плоскостью, содержащей оси абсцисс и ординат. Относительно этой системы координат естественная параметризация линии Г имеет следующий вид: 
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Достаточность. Пусть æ = 0 во всех точках линии Г, которая задана своей естественной параметризацией 
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Здесь мы использовали взаимную перпендикулярность векторов 
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Теорема доказана.
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