Лекция №5
Строение кривых. Натуральные уравнения

5.1. Строение пространственной кривой вблизи ее обыкновенной точки.
Опр. Точка Р кривой Г называется обыкновенной точкой, если в этой точке кривизна и кручение отличны от нуля.
Используя формулы Френе, изучим строение С3-гладкой кривой в некоторой окрестности обыкновенной точки Р. Нам потребуется формула Тейлора:
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Будем считать, что кривая задана естественной параметризацией, точку Р выберем в качестве начала координат естественного репера. В этом случае t0 = = s0 = 0, 
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 и формула Тейлора для n = 3 будет иметь вид:
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Найдем разложения векторов первой, второй и третьей производных по естественному параметру через единичные векторы естественного репера:
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Подставляя в формулу Тейлора найденные значения производных, получим:
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Перегруппировывая правую часть и пренебрегая бесконечно малыми величинами, получим следующее разложение 
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 по единичным векторам:
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Тогда в окрестности точки Р кривая Г может быть задана следующими приближенными равенствами:
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где мы для простоты записи параметр Δs заменили на s.

Чтобы выяснить как устроена линия в окрестности точки Р достаточно найти проекции линии Г на координатные плоскости. Из (1) следует, что:

1) проекция Г1 линии Г на соприкасающуюся плоскость Pxy (обозначена П1 на рис. (а)) приближенно задается вектор-функцией 
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 относительно репера 
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P

, т.о. проекция Г1 устроена примерно так же, как квадратичная парабола, расположенная в полуплоскости y > 0;
2) проекция Г2 линии Г на нормальную плоскость Pyz (П2) приближенно задается вектор-функцией 
[image: image13.wmf])
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 относительно репера 
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P

, т.о. проекция Г2 устроена примерно так же, как полукубическая парабола, расположенная в полуплоскости y > 0;

3) проекция Г3 линии Г на спрямляющую плоскость Pxz (П3) приближенно задается вектор-функцией 
[image: image15.wmf])
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P

, т.о. проекция Г3 устроена примерно так же, как кубическая парабола, расположение которой зависит от знака кручения;

Поскольку строение проекций линии Г зависит от знака кручения, то рассмотрим два случая:

 Случай 1. Кручение æ > 0.
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В этом случае проекции линии Г на координатные плоскости имеют вид:
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Но тогда линия Г представляет собой в окрестности точки Р правый винт.

На рисунке изображена лишь проекция линии Г на соприкасающуюся плоскость П1. При s < 0 точки линии Г находятся «ниже» соприкасающейся плоскости (т.е. z < 0) и одновременно «за» нормальной плоскостью (x < 0). При s > 0 соответствующие точки линии Г расположены «выше» соприкасающейся плоскости, т.е. z > 0, и в полупространстве x > 0. Но тогда, в окрестности точки Р линия закручивается правым винтом.
Случай 2. Кручение æ < 0.
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В этом случае проекции линии Г на координатные плоскости имеют вид:

Но тогда линия Г представляет собой в окрестности точки Р левый  винт.
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5.2. Натуральные уравнения кривой.

Пусть Г – С3-гладкая кривая, 
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- соответствующая ее С3-гладкая естественная параметризация. Кривизна и кручение кривой в произвольной точке, соответствующей значению естественного параметра s вычисляется по формулам:
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Итак, для каждого параметра s кривизна и кручение принимают определенные значения, т.е. мы имеем две скалярные функции k = k (s) и æ = æ (s).
Оказалось, что если заданы произвольные функции k (s) >0 и æ (s), то с точностью до положения в пространстве существует и притом единственная регулярная кривая, у которой кривизна и кручение в каждой точке s равны, соответственно, k (s) и æ (s).
Опр. Равенства k = k (s) >0 и æ = æ (s), задающие кривизну и кручение как функции естественного параметра s, называются натуральными уравнениями кривой.

Справедлива следующая теорема:

Теорема. Регулярная кривая однозначно определяется своими натуральными уравнениями с точностью до положения в пространстве.

По этой теореме две кривые, у которых в точках с одним и тем же значением параметра s совпадают кривизна и кручение, могут быть совмещены движением.
Например, натуральные уравнения винтовой линии имеют вид:
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Решая натуральные уравнения винтовой линии относительно а и b, находим, что 
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По найденным а и b можно построить винтовую линию с параметрическими уравнениями
x = a cos t, y = a sin t, z = bt,

при условии, что заданы k > 0 и æ. Из сформулированной теоремы следует, что любая кривая с постоянными кривизной большей нуля и кручением является винтовой линией.
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