Лекция №6
Поверхности в евклидовом пространстве
Вектор-функции двух скалярных аргументов, гладкие поверхности
6.1. Введение.
Основы теории поверхностей заложил К.Ф.Гаусс, опубликовавший в 1827 году работу «Общие исследования о кривых поверхностях». Благодаря трудам Гаусса дифференциальная геометрия перестала быть только приложением математического анализа и заняла самостоятельное место в математике.

В России школу дифференциальной геометрии создали в XIX веке Ф. Миндинг и его талантливый ученик К. Петерсон. Карл Михайлович Петерсон (1828-1881) – русский математик, родился в г. Риге, окончил Дерптский (ныне Тартусский) университет (1825). Всю свою жизнь К.М. Петерсон занимался преподавательской деятельностью: работал в средней школе, затем (с 1865 г.) в Петропавловском училище в Москве. Кандидатскую диссертацию по теории изгибания поверхностей защитил в 1853 г. Научные исследования К.М. Петерсона и его учеников положили начало Московской математической школе.
Рассмотрим сначала вектор-функции двух скалярных аргументов.
6.2. Вектор-функции двух скалярных аргументов.
Начнем с определения вектор-функции двух скалярных аргументов.
[image: image1.wmf]r

r

Опр. Если каждой паре (u,v) вещественных чисел из некоторой области К (открытого прямоугольника, открытого круга и т.д.) поставлен в соответствие вполне определенный вектор 
[image: image155.bmp] трехмерного векторного пространства 
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, то говорят, что задана вектор-функция 2-х скалярных аргументов. Записывается этот факт следующим образом: 
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Примеры:
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 некоторые фиксированные векторы, 
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 непараллельны.
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Если в пространстве выбрать ортонормированный базис 
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, то вектор-функцию 
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 можно разложить по базисным векторам: 
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. Коэффициенты этого разложения также будут являться функциями от u и v, то есть x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v).

Опр. Функции x(u, v), y(u, v), z(u, v) называются координатными функциями вектор-функции 
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Например, если 
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, то вектор-функцию 
[image: image18.wmf]v

c

u

b

a

v

u

r

r

r

r

r

+

+

=

)

,

(

 можно записать в виде:
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Вектор-функцию нередко сразу записывают в координатной форме.
6.3 Предел, непрерывность и дифференцируемость вектор-функций двух скалярных аргументов.
Поскольку координатные функции являются скалярными функциями двух скалярных аргументов, то для них определены понятия предела, непрерывности, частной производной, дифференциала и т.д. Но тогда и для вектор-функции можно определить аналогичные понятия:

Опр. Вектор 
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 называется пределом вектор-функции 
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Опр. Вектор-функция 
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 называется непрерывной в точке 
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, если ее координатные функции x(u, v), y(u, v), z(u, v) непрерывны в этой точке. Вектор-функция непрерывна в области, если она непрерывна в каждой точке этой области.

Опр. Если координатные функции x(u, v), y(u, v), z(u, v) вектор-функции 
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 имеют частные производные по переменным u и v, то вектор-функции 
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 называются частными производными вектор-функции 
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 называется дифференциалом вектор-функции 
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. Аналогично определяются частные производные и дифференциалы более высокого порядка.

6.4. Годограф, регулярные класса Cn поверхности.
Опр. Если начало переменного вектора 
[image: image36.wmf])
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 закрепить в некоторой точке, то его конец будет описывать в пространстве некоторое множество, которое называется годографом вектор-функции.
Пример: Годографом вектор-функции 
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 неколлинеарны) является плоскость параллельная векторам 
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 конец вектора 
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 – одна из ее точек.
Опр. Если годографом вектор-функции 
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 является множество точек Ф, то будем в этом случае говорить, что 
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Опр. Вектор-функция 
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, задающая Ф, называется параметризацией или параметрическим представлением Ф, а уравнения x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) , правые части которых являются координатными функциями вектор-функции 
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, называются параметрическими уравнениями Ф.

Одно и то же множество может иметь несколько параметризаций.

Опр. Множество Ф называется регулярной поверхностью класса 
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, k- натуральное, если для каждой точки этого множества существует окрестность такая, что часть Ф, содержащаяся в ней, допускает параметризацию 
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 имеет непрерывные частные производные до k-ой включительно, причём первые частные производные по обеим переменным неколлинеарны. При k = 1 регулярная поверхность называется гладкой.
Точка на поверхности, в которой 
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 параллелен 
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, называется особой точкой параметризации.
Опр. Упорядоченная пара чисел (u, v) называется криволинейными (внутренними или гауссовыми) координатами точки 
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Опр. Зафиксируем 
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, а вторую переменную v оставим без изменения. Тогда линии 
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 из области К на поверхности Ф соответствует линия, задаваемая вектор-функцией 
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 и называемой v-линией. Если зафиксировать вторую переменную, а первую оставить без изменения, тогда в этом случае линии 
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 из области К на поверхности Ф соответствует линия, задаваемая вектор-функцией 
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Опр. Два семейства кривых u и v-линий задают на поверхности Ф координатную сеть.

Если M(u, v) принадлежит Ф, то 
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 – вектор касательной к u-линии, 
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 – вектор касательной к v-линии.

[image: image136.wmf]t

r

¢

r

Пример. (Прямой геликоид). Прямая m движется поступательно с постоянной скоростью, вдоль некоторой прямой l, пересекая ее под прямым углом, и одновременно вращается равномерно вокруг этой прямой. Полученная при этом поверхность называется прямым геликоидом или винтовой поверхностью.

В качестве оси z возьмем прямую l, в качестве оси x – одно из положений прямой m, ось ординат определяется осями абсцисс и аппликат однозначно. В качестве криволинейных координат u и v произвольной точки М на поверхности прямого геликоида возьмем следующие: u – расстояние от точки М до оси аппликат, v – величина ориентированного угла между осью абсцисс и вектором 
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, где 
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- проекция точки М на координатную плоскость xy. Если обозначить через h скорость поступательного перемещения подвижной прямой вдоль оси аппликат (неподвижной прямой), то  векторное уравнение прямого геликоида будет иметь вид: 
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Очевидно, u-линиями данной параметризации являются прямые, v-линиями – винтовые линии. Найдем частные производные: 
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. Поскольку найденные векторы неколлинеарны, то винтовая поверхность – регулярная класса 
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, k – любое натуральное число.
6.5. Линии на поверхности. Касательная плоскость. Нормаль.
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Пусть Ф – гладкая поверхность, заданная гладкой вектор-функцией 
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, точки (u, v) принадлежат некоторой открытой области К (см. рисунок). В области К рассмотрим линию l, заданную параметрически: u = u (t), v = v (t), где 
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. На рассматриваемой поверхности Ф линии l соответствует некоторая линия L, которая задаётся следующей вектор-функцией одного скалярного аргумента:
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Рассмотрим точку 
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Рассмотрим касательную m к линии L в точке 
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. Направляющим вектором касательной m, как это следует из теории кривых в евклидовом пространстве, является вектор 
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Отсюда, вектор касательной прямой к линии L в точке 
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 является линейной комбинацией векторов 
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 лежит в плоскости П, определяемой точкой 
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Итак, нами доказана первая часть следующей теоремы.

ТЕОРЕМА. Касательные к гладким линиям, лежащим на гладкой поверхности и проходящим через точку 
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, во-первых, принадлежат одной плоскости П, определяемой векторами 
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 и, во-вторых, заполняют эту плоскость.

Доказательство второй части, т.е., что касательные ко всем линиям поверхности Ф, проходящим через точку 
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, заполняют плоскость П. Другими словами, любая прямая m, содержащая 
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 и принадлежащая П, является касательной к некоторой регулярной линии на поверхности.
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, содержащую точку (u0, v0) и параллельную вектору 
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 задает на поверхности Ф линию G, являющуюся образом прямой g, причем 
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Таким образом, прямая m является касательной к G в точке 
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. Мы доказали, что любая прямая m, содержащая 
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 и принадлежащая П, является касательной к некоторой регулярной линии на поверхности. Теорема доказана.
Опр. Плоскость, проходящая через точку 
[image: image109.wmf]0
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 и параллельная векторам 
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 и 
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, называется касательной плоскостью к поверхности в точке 
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Если 
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 не параллельны, то касательная плоскость единственная.

Опр. Прямая, проходящая через точку 
[image: image115.wmf]0
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 перпендикулярно касательной плоскости, называется нормалью к поверхности в точке 
[image: image116.wmf]0
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.

6.6. Уравнения касательной плоскости и нормали.
Пусть 
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 задает регулярную поверхность Ф, 
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. Положим 
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 Тогда уравнение плоскости можно записать в виде:
[image: image120.wmf]0
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В качестве направляющего вектора нормали можно взять векторное произведение: 
[image: image121.wmf])
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В этом случае уравнения нормали будут иметь вид:
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В качестве единичного вектора нормали можно взять вектор 
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Пример. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к винтовой поверхности 
[image: image124.wmf])
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Найдем декартовы координаты точки М0:

[image: image126.wmf])
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отсюда 
[image: image127.wmf])
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. Подсчитаем частные производные сначала в произвольной точке (u, v): 
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, затем в выбранной точке M0: 
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Уравнение касательной плоскости будет иметь вид:
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 или после упрощения: 
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Канонические уравнения нормали можно записать в виде: 
[image: image134.wmf]4
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