Лекция №7
Первая квадратичная форма поверхности, ее приложения
7.1. Определение первой квадратичной формы поверхности.
Пусть Ф – гладкая поверхность, 
[image: image168.bmp] - некоторая ее гладкая параметризация. Полный дифференциал этой вектор-функции имеет вид: 
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Опр. Первой квадратичной формой поверхности Ф называется скалярный квадрат полного дифференциала 
[image: image3.wmf]r
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 вектор-функции 
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Обозначение первого дифференциала: 
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Вычислим скалярный квадрат 
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Это выражение представляет собой квадратичную форму, заданную на совокупности векторов 
[image: image8.wmf]dv

r

du

r

r

d

v

u

r

r

r

+

=

. Положим


[image: image9.wmf])

,

(

)

,

(

2

v

u

E

v

u

r

u

=

r

; 
[image: image10.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

v

u

F

v

u

r

v

u

r

v

u

=

×

r

r

; 
[image: image11.wmf])

,

(

)

,

(

2

v

u

G

v

u

r

v

=

r

.

В этом случае первую квадратичную форму поверхности можно представить в виде:
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Пример. Найти первую квадратичную форму для прямого геликоида 
[image: image13.wmf])
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Вычислим сначала частные производные 
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. Но тогда коэффициенты формы имеют вид:
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Отсюда, 
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. Таким образом, первая квадратичная форма прямого геликоида имеет вид: 
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7.2. Свойства первой квадратичной формы поверхности.
1. Первая квадратичная форма поверхности является положительно определенной.
Доказательство. По определению, 
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 для любых u и v. Если I = 0, то 
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 неколлинеарны, то du = dv = 0. Но тогда переменные u и v – константы, что невозможно.

В положительной определенности формы I можно убедиться, если составить дискриминант формы I:

2. Дискриминант 
[image: image28.wmf]2
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первой квадратичной формы равен квадрату длины векторного произведения 
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Действительно, для дискриминанта D(I) первой квадратичной формы I поверхности Ф, заданной параметризацией 
[image: image30.wmf])

,

(

v

u

r

r

, справедлива следующая цепочка равенств:
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Поскольку 
[image: image32.wmf]2
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то мы получаем требуемое соотношение: 
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3. Первая квадратичная форма не зависит от выбора параметризации поверхности.
Это свойство вытекает из инвариантности первого дифференциала 
[image: image34.wmf]r
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. То есть, значение I в каждой точке (u, v) и по любому направлению (du, dv) в целом от  параметризации 
[image: image35.wmf])

,

(

v

u

r

r

 поверхности Ф не зависит.
7.3. Вычисление коэффициентов первой квадратичной формы.
Пусть 
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 векторно-параметрическое задание гладкой поверхности Ф. В этом случае коэффициенты E, F, G первой квадратичной формы вычисляются по следующим формулам:
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В том случае, когда гладкая поверхность задана явным уравнением
z = f(x, y), то векторно-параметрическое задание поверхности имеет вид:
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 и, следовательно, 
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Но тогда коэффициенты первой квадратичной формы вычисляются по формулам: 
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7.4. Длина дуги на поверхности.
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Пусть Ф – гладкая поверхность, 
[image: image44.wmf])
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 - некоторая ее гладкая параметризация, заданная в области К. Рассмотрим в области К регулярную кривую g: u = u(t), v = v(t) и соответствующую ей на поверхности Ф кривую G, которая задается вектор-функцией 
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 одного скалярного аргумента t.

Найдем длину s дуги АВ кривой G. Будем считать, что точка А соответствует параметру t = a, а точка В – параметру t = b. Для вычисления s воспользуемся формулой для нахождения длины дуги, полученной нами при изучении линий в евклидовом пространстве:
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Возводя во вторую степень выражение, стоящее под знаком радикала и внося dt под этот знак, получаем:
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Если точку В на кривой G считать переменной и положить b = t, то s – функция от t, которая имеет вид: 
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Отсюда 
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Итак, мы получили следующий важный факт: первая квадратичная форма поверхности представляет собой квадрат дифференциала линейного элемента поверхности.
Пример. На геликоиде 
[image: image51.wmf])
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 найдем длину дуги винтовой линии u = 4, концы которой совпадают с точками А(4; 0) и В(4; π).

Решение. Воспользуемся выведенным соотношением и видом квадратичной формы для прямого геликоида:
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Поскольку винтовая линия u = 4 является v-линией и ее «внутренние» параметрические уравнения имеют вид u = 4, v = t, то du = 0, dv = dt. Отсюда
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7.5. Угол между линиями на поверхности. Угол между u и v-линиями.
[image: image140.wmf]7
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Опр. Углом между линиями в точке их пересечения называется угол между касательными к линиям в этой точке.

Пусть Ф – гладкая поверхность, 
[image: image54.wmf])
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 – соответствующая гладкая параметризация.

Предположим, что на поверхности Ф заданы две линии 
[image: image55.wmf]1
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, которые пересекаются в точке М. Обозначим через 
[image: image57.wmf]1

l

 и 
[image: image58.wmf]2

l

 – прообразы этих линий в области К. Допустим, первая из этих линий задана уравнениями:
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вторая – уравнениями:
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Отметим, что каждая из приведенных параметризаций является внутренними (гауссовыми) уравнениями соответствующей линии на поверхности Ф.

Найдем дифференциалы каждой функции-аргумента.

Для первой линии: 
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Найдем векторы-касательные к линиям 
[image: image65.wmf]1
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 и 
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 в точке М. Поскольку 
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 задается вектор-функцией 
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, то направляющим вектором касательной к этой линии в точке М является дифференциал 
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. Аналогично, направляющим вектором касательной к линии 
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 в точке М в направлении (δu, δv) является дифференциал 
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Выполняя указанные операции и вводя коэффициенты первой квадратичной формы, получаем:
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Рассмотрим на поверхности Ф в качестве линии 
[image: image78.wmf]1
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 u-линию, в качестве 
[image: image79.wmf]2
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 v-линию. Поскольку параметрические уравнения первой линии имеют вид u = t, v = const, то 
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Отсюда, косинус угла между u и v-линиями равен 
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Например, для прямого геликоида F = 0, следовательно, косинус угла между u и v-линиями равен 0, отсюда u и v-линии ортогональны.

7.6. Площадь фрагмента поверхности.
[image: image141.wmf]N
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Пусть Ф – гладкая поверхность, D – некоторая ее ограниченная связная область. Определим площадь S(D) области D.

Поскольку площади плоских областей мы умеем находить, то для определения площади криволинейной поверхности воспользуемся следующим алгоритмом:

На первом шаге:

1. Разделим область D на подобласти 
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 («чешуйки»), i = 1, …, 
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2. Выберем в каждой подобласти 
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3. Проведем касательные плоскости 
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 к поверхности Ф в каждой точке 
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4. Спроектируем подобласти 
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 на касательные плоскости 
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[image: image94.wmf]i

D

¢

, i = 1, …, 
[image: image95.wmf]1

n

.

5. Обозначим площадь каждой плоской области 
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6. Положим 
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 - первый элемент последовательности.

На втором шаге рассмотрим новую систему подобластей, полученную из предыдущей с помощью дополнительного разбиения подобластей 
[image: image100.wmf]i
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 на более мелкие. На этом шаге также выполним пункты 1 – 6. Получим следующее число 
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- второй элемент последовательности.

И так далее.

Опр. Площадью области D называется предел последовательности 
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 при n стремящемся в бесконечность и при стягивании каждой подобласти 
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 в точку.

7.7. Вывод формулы вычисления площади фрагмента поверхности.
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Пусть Ф – гладкая поверхность, 
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 - некоторая ее гладкая параметризация, заданная в области К. Предположим, что D – некоторая область на поверхности Ф («фрагмент» поверхности Ф), которая является образом 
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 из К в отображении 
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. Разобьем область D на подобласти 
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 с помощью u и v-линий. Рассмотрим одну из подобластей 
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, которая представляет собой криволинейный четырехугольник 
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. Найдем криволинейные координаты каждой вершины этого четырехугольника:
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В качестве точки касания 
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 плоскости 
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 возьмем точку А. Построим касательную плоскость 
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. Спроектируем 
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 на касательную плоскость 
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Положим 
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По правилу треугольника 
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. Используя определение частной производной, можно записать следующие равенства:
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Но тогда 
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Если пренебречь бесконечно малыми вектор функциями более высокого порядка, то 
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Отсюда, используя определение площади фрагмента поверхности и определение двойного интеграла, получим:
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Пример. На поверхности прямого геликоида
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найти площадь четырехугольника, ограниченного линиями u = 0, u = 1, v = 0, v = 1.
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Первая квадратичная форма прямого геликоида имеет вид: 
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Или окончательно 
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