Лекция №8
Внешняя геометрия поверхностей

В этом разделе дифференциальной геометрии рассматриваются строения регулярных поверхностей «в малом», и вводятся характеристики, определяющие их однозначно.
Вторая квадратичная форма поверхности. Нормальная кривизна кривой. Линии на поверхности с общей касательной
8.1. Вторая квадратичная форма поверхности.
Пусть Ф – регулярная класса 
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 - некоторая ее регулярная параметризация, заданная в области К. Следовательно, существуют непрерывные частные производные первого и второго порядка, причем первые частные производные неколлинеарны. Обозначим через 
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 - единичный вектор нормали к поверхности в некоторой точке (u, v).

 Опр. Второй квадратичной формой поверхности Ф называется скалярное произведение второго дифференциала вектор-функции 
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 на единичный вектор нормали к поверхности.

Вторую квадратичную форму обозначают II. Итак, по определению, 
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Для определения вида второй квадратичной формы найдем второй дифференциал:
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Раскрывая скобки в правой части, получаем: 
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Но тогда 
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В этом случае, вторая квадратичная форма примет вид:
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Так как 
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, то коэффициенты первой квадратичной формы будут иметь вид:
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Пусть поверхность Ф задана явно: z = f (x, y). В этом случае параметрическое задание поверхности Ф имеет вид: 
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. Найдем частные производные: 
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Найдем 
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8.2. Нормальная кривизна кривой на поверхности.
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Пусть Ф – регулярная класса 
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 поверхность, 
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 - некоторая ее регулярная параметризация.
Рассмотрим на поверхности Ф регулярную кривую L, внутренняя естественная параметризация которой имеет вид: u = u (s), v = v (s). Тогда линия L в пространстве задается следующей вектор-функцией естественного параметра: 
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. В некоторой точке M(u, v) линия L имеет вектор кривизны: 
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Опр. Проекция вектора кривизны 
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 на нормаль к поверхности в рассматриваемой точке M называется нормальной кривизной линии L в точке М и обозначается 
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Выведем формулу для вычисления нормальной кривизны кривой. Для этого вычислим вторую производную вектор-функции 
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 по естественному параметру s:
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Отсюда, 
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. Последние два слагаемых обращаются в ноль, поскольку векторы 
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8.3. Линии на поверхности с общей касательной прямой.
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Пусть Ф – регулярная класса 
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 - некоторая ее регулярная параметризация, заданная в области К. Предположим, что на Ф заданы линии 
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. Но тогда, используя формулу для определения нормальной кривизны линии в точке, получаем
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То есть, 
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Вывод. Все линии на поверхности с общей касательной прямой имеют одну и ту же нормальную кривизну.

Пусть семейство линий на поверхности имеет в своей общей точке М кроме общей касательной прямой дополнительно общую соприкасающуюся плоскость П. Обозначим через L – произвольную линию этого семейства, 
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 - единичный вектор главной нормали, θ – величину угла между этим вектором и единичным вектором 
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 нормали к поверхности Ф в точке М.

По определению нормальной кривизны
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Отсюда, если 
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. Правая часть последнего равенства не зависит от выбора линии семейства. Действительно, числитель дроби не зависит от выбора линии, так как все линии семейства имеют общую касательную и, следовательно, одну и ту же нормальную кривизну. По поводу знаменателя заметим, что поскольку все линии семейства имеют общую соприкасающуюся плоскость и 
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Вывод. Все линии поверхности, имеющие общую касательную и общую соприкасающуюся плоскость, не перпендикулярную нормали, имеют одинаковую кривизну.

В частности, такую же кривизну имеет сечение поверхности соприкасающейся плоскостью – плоское сечение.
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