Лекция №9
9.1. Плоские сечения поверхности. Теорема Менье.
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Пусть Ф – регулярная класса 
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 - некоторая ее регулярная параметризация. Согласно предыдущему пункту 8.4 в качестве линий на поверхности с общей касательной g достаточно брать так называемые плоские сечения: сечения поверхности плоскостями, проходящими через прямую g. Среди плоских сечений будем выделять нормальные сечения – сечения поверхности плоскостями, проходящими через нормаль к поверхности и наклонные сечения – сечения поверхности плоскостями, не проходящими через нормаль. Обычную кривизну линий первого типа обозначим 
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. Отметим, что оба типа линий с общей касательной в общей точке имеют одну и ту же нормальную кривизну, обозначим ее 
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Поскольку для нормального сечения единичный вектор главной нормали либо совпадает с вектором нормали 
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, либо противоположно направлен с ним, то угол между ними равен либо 0, либо 180 градусов. Но тогда из соотношения, полученного выше:
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Обозначим через θ угол между плоскостью нормального сечения и плоскостью наклонного сечения. Тогда угол между вектором главной нормали наклонного сечения и вектором 
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 равен либо θ, либо 180 – θ. Отсюда 
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Приравнивая правые части последних двух соотношений и сокращая на 
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Это равенство составляет содержание теоремы Менье:

Теорема (Менье). Кривизна наклонного сечения равна частному от деления кривизны нормального сечения на косинус угла между плоскостями, производящими эти сечения.

9.2. Вычисление кривизны эллипса с полуосями a и b (
[image: image12.wmf]b

a

³

) в одной из вершин эллипса (пример).

СПОСОБ №1, использующий обычную формулу для вычисления кривизны.
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Параметрические уравнения эллипса имеют вид: x = a cos (t), y = b sin (t). Отсюда, вектор-функция этой линии имеет вид:
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Формула для вычисления кривизны кривой имеет вид: 
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. В качестве вершины рассмотрим точку, соответствующую параметру t = 0.

Найдем первую и вторую производные:
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Подставляя соответствующее значение параметра, получаем
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Вычислим векторное произведение:
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Отсюда, 
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. В частности, если эллипс является окружностью радиуса R, то кривизна в любой его точке равна 
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СПОСОБ №2, использующий теорему Менье.
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Рассмотрим прямой круговой цилиндр радиуса b. Пусть l – ось этого цилиндра, О – точка, принадлежащая оси. Рассмотрим нормальное сечение 
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 цилиндра плоскостью 
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, перпендикулярной оси l. Выберем на 
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 некоторую точку М. Поскольку 
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 - окружность, то кривизна 
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 в любой точке, и в точке М в частности, равна 
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 касательную g в точке М. Рассмотрим наклонное сечение 
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 цилиндра плоскостью 
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, содержащей касательную g и точку P, где P принадлежит оси l и находится на расстоянии 
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 от точки О. Поскольку треугольник OMP – прямоугольный, то 
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. Обозначим через θ угол между плоскостями 
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. Так как величина угла PMO равна θ, то из треугольника PMO получаем: 
[image: image37.wmf]a

b

=

q

cos

.

По теореме Менье имеем: 
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9.3. Индикатриса Дюпена.
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Пусть Ф – регулярная класса 
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 поверхность, 
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 - некоторая ее регулярная параметризация. Предположим, что на Ф задана точка P, касательная плоскость П к поверхности в этой точке и произвольная прямая g плоскости П, проходящая через точу P. Рассмотрим нормальное сечение L поверхности Ф плоскостью, проходящей через g, u=u(s), v = v(s) – внутренняя естественная параметризация линии L. Очевидно, g – касательная к линии L.

Выясним, как меняется нормальная кривизна этого сечения в точке P при повороте секущей плоскости вокруг нормали к поверхности.

Пусть 
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 - нормальная кривизна линии L в точке P. Если 
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. Если нормальная кривизна равна нулю, то такой точкой будем считать бесконечно удаленную точку на прямой g.

Опр. Линия, полученная в результате откладывания на всех касательных, проходящих через данную точку по обе стороны от этой точки отрезков длины 
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, называется индикатрисой кривизны или индикатрисой Дюпена. (Шарль Дюпен (1784-1873) – французский математик, экономист, политический деятель).
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Найдем уравнение индикатрисы Дюпена в репере 
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Пусть 
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 - единичный вектор касательной g. Тогда
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Из (1) и (2) следует


[image: image50.wmf]v

n

u

n

v

u

r

ds

dv

k

r

ds

du

k

r

y

r

x

r

r

r

r

)

1

(

)

1

(

±

+

±

=

+

.

Отсюда, из однозначности разложения вектора по базисным векторам имеем:
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Найдем всевозможные попарные произведения производных, стоящих в левых частях этих равенств:
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Воспользуемся формулой для вычисления нормальной кривизны:
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Подставляя в правую часть найденные выше значения производных, получим:
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Разделим обе части на 
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 и, учитывая, что 
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Это и есть уравнение индикатрисы Дюпена, которая представляет собой, вообще говоря, две центральные линии второго порядка.
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