Лекция № 10
Классификация точек поверхности
10.1. Классификация точек поверхности. Главные направления и главные кривизны.
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Проведем исследование точек поверхности в зависимости от того, какой вид имеет в этих точках индикатриса Дюпена 
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Рассмотрим дискриминант D второй квадратичной формы: 
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. Исследование будем проводить в зависимости от знака этого дискриминанта.

а). D > 0.

В этом случае, согласно классификации линий второго порядка, индикатриса представляет собой эллипс. Точка Р называется эллиптической. Если РА и РВ, соответственно большая и малая полуоси эллипса, то в направлении РА – наименьшая по модулю нормальная кривизна, а в направлении РВ – наибольшая по модулю нормальная кривизна поверхности. В окрестности точки Р поверхность напоминает эллиптический параболоид.

Направления РА и РВ, в которых кривизна достигает своих наименьшего и наибольшего значений, называются главными направлениями в эллиптической точке, а кривизны в этих направлениях – главными кривизнами.

[image: image8.wmf]0

k

n

<

Если индикатриса является окружностью, частным случаем эллипса, то точка Р называется сферической точкой (или точкой закругления). В этом случае любое направление является главным. Поверхность в некоторой окрестности этой точки напоминает сферу.

б). D < 0. 

Индикатриса Дюпена в этом случае – пара сопряженных гипербол (с полуосями РА и РВ, одной из асимптот РС). В этом случае точка Р называется гиперболической точкой. В некоторой окрестности этой точки поверхность напоминает гиперболический параболоид.

Пусть в направлении РА нормальная кривизна – [image: image9.wmf]0
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положительна. Тогда в ортогональном ей направлении РВ нормальная кривизна отрицательна. При определении максимальных значений кривизн отметим следующее:

· в направлении РА нормальная кривизна принимает наибольшее значение;

· в направлении РС нормальная кривизна равна нулю;

· в направлении РВ нормальная кривизна – наименьшая.

Направления РА и РВ, в которых кривизна достигает своих наибольшего и наименьшего значений называются главными направлениями в гиперболической точке, а кривизны в этих направлениях – главными кривизнами.

в). D = 0. 

Случай, когда L, M и N одновременно не равны 0.

[image: image10.wmf]n

r

В этом случае индикатриса Дюпена представляет собой пару параллельных прямых, в которые вырождается парабола (напомним, что индикатриса – центральная линия), а точка Р называется параболической точкой. В некоторой окрестности этой точки поверхность напоминает параболический цилиндр.

Если РА – ось симметрии этой пары прямых, параллельное им, а РВ – ортогональное ему направление, то в направлении РВ – наибольшая по абсолютной величине нормальная кривизна, а в направлении РА нормальная кривизна равна нулю.

Направления РА и РВ, в которых кривизна достигает своих наименьшего и наибольшего значений называются главными направлениями в параболической точке, а кривизны в этих направлениях – главными кривизнами.
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Случай, когда L, M и N одновременно равны 0.

В этом случае нормальная кривизна во всех направлениях равна нулю (т.к. вторая квадратичная форма равна нулю). В этом случае индикатриса Дюпена – пустое множество. В окрестности точки Р поверхность представляет собой часть плоскости, а точка Р называется точкой уплощения.

Итак, во всех точках, кроме сферической и точки уплощения существуют два взаимно перпендикулярных направления, нормальная кривизна по которым принимает наибольшее и наименьшее значения (в случае сферической точки и точки уплощения они совпадают). Эти направления называются главными направлениям поверхности, а соответствующие нормальные кривизны – главными кривизнами. Обозначаются главные кривизны: 
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Отметим в заключение, что в сферической точке и точке уплощения любое направление главное.
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