Лекция № 11
Формула Эйлера, средняя и полная кривизны поверхности
11.1. Формула Эйлера.
Пусть Ф – регулярная класса 
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 - некоторая ее регулярная параметризация. Предположим, что на Ф заданы точка P, касательная плоскость П к поверхности в этой точке и произвольная прямая g плоскости П, проходящая через точу P и имеющая направление (du: dv). Предположим, что 
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 - нормальная кривизна поверхности в точке Р в выбранном направлении, а 
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Будем считать, что параметризация 
[image: image8.wmf])

,

(

v

u

r

r

 поверхности Ф такая, что векторы 
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 параллельны главным направлениям поверхности Ф в точке Р (при необходимости произведем перепараметризацию). Тогда в репере 
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 уравнение индикатрисы Дюпена будет иметь канонический вид, т.е. не будет содержать слагаемых с произведением разноименных переменных:
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Найдем зависимость между нормальной кривизной 
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 и главными кривизнами 
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) при условии, что задан угол φ между осью абсцисс и выбранным направлением (du: dv) прямой g, т.е. между векторами 
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Пусть M(x; y) – точка индикатрисы Дюпена, лежащая на прямой g. Тогда по определению координат точки 
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Отсюда, 
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Для определенности будем считать, что в направлении φ = 0 нормальная кривизна достигает наименьшего значения 
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 нормальная кривизна достигает наибольшего значения 
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. Подставляя в (2) соответствующие значения φ, получаем
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Итак, 
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которая называется формулой Эйлера.
11.2. Средняя и полная кривизны поверхности.
Опр. Полусумма главных кривизн поверхности в точке Р называется средней кривизной поверхности в этой точке. Обозначается средняя кривизна символом 
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Опр. Произведение главных кривизн поверхности в точке Р называется полной (или Гауссовой) кривизной поверхности в этой точке. Обозначается полная кривизна символом 
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Выведем формулы для нахождения средней и полной кривизн поверхности в точке Р.

Пусть 
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 - нормальная кривизна поверхности в точке Р в направлении (du; dv), dv ≠ 0.

Воспользуемся формулой для вычисления нормальной кривизны, положив для простоты 
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. Разделим числитель и знаменатель дроби на 
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. Умножая обе части этого равенства на знаменатель дроби, получим: 
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Это квадратное уравнение относительно θ всегда имеет решение для всех тех значений k, которые заключены в промежутке между 
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Найдем дискриминант D квадратного уравнения (3):
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Очевидно, D –  функция от k: 
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Группируя правую часть относительно k, получаем:
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Поскольку для кривизны 
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 уравнение (3) имеет корни относительно θ, то 
[image: image53.wmf]0

)

(

³

k

D

. Очевидно, графиком функции y = D(k) является парабола., ветвь которой направлена вниз, так как коэффициент при 
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. Нас интересуют те значения k, для которых 
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. Соответствующие значения кривизны k принадлежат отрезку, концы которого совпадают с точками пересечения параболы y = D(k) с осью k. Очевидно, точки пересечения параболы с осью k и есть наименьшее и наибольшее значения k. Таким образом, 
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Используя определение средней и полной кривизны, получаем:
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11.3. Классификация точек поверхности в зависимости от значений полной и средней кривизны поверхности.
Рассмотрим три случая.

1. K > 0. Используя выведенную выше формулу для полной кривизны, можно записать следующее неравенство: 
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. Поскольку дискриминант первой квадра-тичной формы 
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 всегда положителен, то и для дискриминанта второй квадратичной формы, находящегося в числителе дроби, справедливо неравенство: 
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2. К < 0. Применяя рассуждения, аналогичные приведенным выше, получаем 
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3. K = 0. В этом случае 
[image: image67.wmf]0

M

LN

)

II

(

D

2

=

-

=

и, следовательно, точка Р является либо параболической точкой, либо точкой уплощения. Кроме того, поскольку 
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а) 
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 одновременно не равны нулю, но тогда нормальная кривизна только в одном направлении равна нулю, в остальных направлениях она отлична от нуля. Но тогда, Р – параболическая точка.
б) Н = 0. В этом случае 
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 и, следовательно, нормальная кривизна по всем направлениям равна нулю. Но тогда Р – точка уплощения.
11.4. Формулы для вычисления полной и средней кривизны для случая явного задания поверхности.
Если Ф задана явно: z = f(x, y), то одно из ее векторно-параметрических заданий имеет вид: 
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. Находя все частные производные до второй включительно, подсчитаем коэффициенты и дискриминанты квадратичных форм:
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Но тогда полная кривизна имеет вид:
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Средняя кривизна равна:
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После упрощения получаем:
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