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Лекция № 12 
Внутренняя геометрия поверхности
12.1. Понятие внутренней геометрия поверхности, внутренние свойства.
С внутренней геометрией одной из поверхностей мы хорошо знакомы: это планиметрия, т.е. геометрия на плоскости. Занимаясь ею, мы отвлекались от окружающего пространства. Аналогично можно изучать геометрию на любой другой поверхности.

Опр. Внутренняя геометрия регулярной поверхности, это такая геометрия, которая изучает понятия и факты, которые зависят лишь от длин кривых на поверхности, или от первой квадратичной формы 
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  – линейного элемента поверхности.
Внутренние свойства – это такие свойства фигур на поверхности, которые можно выразить через коэффициенты E, F и G первой квадратичной формы.

Перечислим некоторые основные понятия и факты, которые относятся к внутренней геометрии поверхности:
1. Длины кривых на поверхности. Действительно, как мы показали ранее, длина s дуги кривой на поверхности выражается через коэффициенты первой квадратичной формы по формуле:
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2. Углы между кривыми на поверхности. Действительно, косинус угла между кривыми на поверхности выражается через коэффициенты первой квадратичной формы по следующей формуле:
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3. Площади областей на поверхности. Действительно, площадь S фрагмента поверхности выражается через коэффициенты первой квадратичной формы по следующей формуле:
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4. Гауссова кривизна.

Гауссова кривизна К, как показано выше, вычисляется по формуле:
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Гаусс доказал теорему («блистательная» теорема, как он ее сам называл), в которой выразил числитель дроби через коэффициенты первой квадратичной формы:
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Таким образом гауссову кривизну К можно выразить через коэффициенты первой квадратичной формы.
5. Тип точки. (свойство точки быть эллиптической, гиперболической, параболической или точкой уплощения).

Этот факт следует из того, что тип точки определяется с помощью гауссовой кривизны.

К внутренней геометрии относятся также понятия геодезической кривизны и геодезической линии.
12.2. Геодезическая кривизна кривой на поверхности.
Рассмотрим на регулярной поверхности Ф класса 
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 кривую L и некоторую точку P, 
принадлежащую этой кривой. Пусть 
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 - единичный вектор касательной к линии L в точке Р, 
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 - единичный вектор нормали к поверхности Ф в точке Р, 
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 - единичный вектор главной нормали линии L в точке Р. Тогда 
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 - вектор кривизны линии в точке Р.
Найдем векторное произведение единичных векторов: 
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- единичный вектор. Векторы 
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 образуют ортонормированный базис. Так как 
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 ортогонален 
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 компланарен векторам  
[image: image19.wmf]g

n

r

 и 
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. Но тогда 
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. Найдем коэффициенты α и β.
По определению нормальной кривизны
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Таким образом, 
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. Чтобы найти второй коэффициент, вычислим скалярное произведение
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Опр. Проекция вектора кривизны 
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 кривой L в точке Р на единичный вектор 
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 называется геодезической кривизной. Обозначается геодезическая кривизна 
[image: image27.wmf]g

k

. Итак, по определению, 
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Следовательно, 
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Найдем формулу для вычисления геодезической кривизны в случае, если поверхность Ф задана параметризацией 
[image: image31.wmf])
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, а линия L – внутренней естественной параметризацией u = u(s), v= v(s) или векторной естественной параметризацией 
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Используя определение геодезической кривизны, можно записать:
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где выражение, стоящее в скобках, представляет собой смешанное произведение векторов.

Учитывая, что 
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, получаем:
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Можно доказать, что геодезическая кривизна зависит лишь от коэффициентов первой квадратичной формы. Эта зависимость имеет вид:
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где А и В – функции от переменных E, F, G.
Таким образом, геодезическая кривизна также является понятием внутренней геометрии.
12.3. Геодезические линии.

Опр. Кривая на поверхности называется геодезической линией, если в каждой ее точке геодезическая кривизна равна нулю.

Поскольку геодезическая кривизна является понятием внутренней геометрии, то геодезические линии являются объектом этой геометрии.

Пример. Прямые линии на плоскости являются геодезическими линиями плоскости (так как они являются кривыми нулевой кривизны).

Отметим простейшие свойства геодезических линий.

1. Для того, чтобы кривая L на поверхности Ф была геодезической линией, необходимо и достаточно, чтобы в каждой кривой L, где кривизна отлична от нуля, главная нормаль кривой являлась нормалью поверхности.

Действительно, по определению геодезической кривизны 
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 в каждой точке Р, где кривизна k отлична от нуля, 
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 тогда и только тогда, когда проекция вектора кривизны 
[image: image41.wmf]n

r

k

 линии L на касательную плоскость равна нулю, т.е., вектор 
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 перпендикулярен этой плоскости или параллелен нормали касательной плоскости. Но тогда главная нормаль кривой в точке Р совпадает с нормалью поверхности. 

Из этого свойства вытекает, что большие окружности на сфере являются геодезическими линиями, а на круговом цилиндре – винтовые линии, окружности (направляющие) и прямые (образующие). Других геодезических линий на сфере и цилиндре нет. Это вытекает из следующего свойства:

2. Через каждую точку 
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-регулярной поверхности Ф в любом направлении можно провести геодезическую линию и при том единственную.
Доказательство этого свойства вытекает из теорем о существовании и единственности решения обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка.

12.4. Кратчайшие.
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Опр. Дуга кривой PQ на поверхности Ф с концами в точках P и Q называется кратчайшей, если дуга любой кривой на Ф с концами в точках P и Q имеет длину не меньшую, чем длина дуги PQ.

Кратчайшие на поверхности играют роль, аналогичную роли прямолинейных отрезков на плоскости. Например, с их помощью на поверхности можно определить треугольники, окружности и другие фигуры.

Оказывается, что в малом геодезические линии являются кратчайшими.

Теорема. Если точки P и Q геодезической линии на поверхности Ф достаточно близки, то дуга PQ этой линии является кратчайшей среди всех дуг кривых на поверхности Ф с концами в точках P и Q.

(Без доказательства).

Отметим, что требование близости точек P и Q на геодезической линии существенно. Чтобы в этом убедиться, выберем на прямом круговом цилиндре окружность, лежащую в плоскости перпендикулярной оси цилиндра (окружность-направляющая). Рассмотрим на этой окружности две дуги с общими концами P и Q, не являющимися диаметрально противоположными точками. Одна из этих дуг является кратчайшей, а другая нет. 
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12.5. Теорема Гаусса – Бонне.

Эта теорема является одним из наиболее содержательных и глубоких утверждений внутренней геометрии.

Пусть на поверхности Ф дана кусочно-регулярная кривая L, ограничивающая область, гомеоморфную кругу. Предположим, что L состоит из конечного числа регулярных дуг 
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. Если каждая из дуг 
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 является геодезической, кривой, то часть Q  поверхности Ф, ограниченная этими дугами, называется геодезическим многоугольником.

Теорема (Гаусса – Бонне). Пусть 
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  – углы геодезического многоугольника Q, измеренные со стороны области Q. Тогда справедливо следующее равенство:
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где К – полная (гауссова) кривизна, 
[image: image54.wmf]s

d

- элемент площади области Q. Двойной интеграл 
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 называется интегральной кривизной области Q.

Следствие. Для геодезического треугольника справедлива следующая формула:
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1. Для поверхности с постоянной гауссовой К = 0 (евклидова планиметрия) справедливо:
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2. Для поверхности с постоянной гауссовой К > 0 (сферическая геометрия) справедливо:
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3. Для поверхности с постоянной гауссовой К < 0 (гиперболическая планиметрия) справедливо:
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